Manipulacia s maticami

Matice
ailr a2 A1m
az; a2 a2m
anl An2 Anm

pre v8eobecné m,n € N s¢itavame s maticami rovnakého rozmeru po zlozkach:

a1l a2 A1m bir b2 bim a1 + b1
a21 Aa22 A2m, b1 ba2 ... bam a1 + ba1
1 . . . =
an1 an2 Anm bnl bn2 bnm an1 + bnl
rovnako aj nasobime skaldrom s € R:
ail a2 A1m sa11  Sai2
a21 a22 A2m saz1 5422
S =
an1 an2 Anm San1 SAn2

N4sobit matice moézeme len ak sa rovnaji ich ”"vnttorné rozmery”, t.j.:

totozny s pottom riadkov matice vpravo:

ailr a2 A1m b11 b12
as a2 a2mm bar  bao
an1 An2 Anm m1l bm2

(nxm)

Vysledkom je matica rozmeru (n X k):

a11b12 + a12b22 + - + @1mbma

a21b12 + a22bas + -+ - + G2mbme

a11b11 + ai2ba1 + -+ - + a1mbma

a21b11 + a2b21 + -+ - + aambm

anlbll + CLanQl +---+ Canbrnl CLn1b12 + an2b22 +--+ anmme

a2 + bio a1m + bim
a2 + b2 a2, + bam
Ap2 + bn2 Apm + bnm

SU1m

SA2m

SUnpm,

ak pocet stipcov matice vlavo je

a11bik + ar2bog + - + a1k

a21b1k + a22b2k +---+ a2'mbmk:

anlblk + an2b2k: + -+ anmbmk

Aby ste pochopili ako st spolu jednotlivé prvky matic ndsobené a kde sa sucty tychto ndsobkov vo vyslednej

matici nachddzajui, oznacte si v povodnych maticiach jednotlivé ¢leny farebne a sledujte indexy.



Sposoby riesenia linearnych sustav

Vo vieobecnosti mézeme mat n rovnic s m nezndmymi, teda:

1121 + a12%2 + ... + Q1T = b1

2121 + a22%9 + ... + @2 Ty, = b2

Ap1%1 + ap2xo + ... + ApmTm = bn,

ktorych maticovy tvar je:

a1l a2 A1m Z1
a21 a22 a2m T2
Gpl  Ap2 Gnm Tm
@ )
1 10
Im(A)

= (~0.70710% 0.707407)

(3.15 0.5) s
145 23

Obr. 1: (a) linedrny operdtor deformuje rovinu R? tak, Ze
kazdy bod mé svoj jednoznaény vzor. (b) linedrny operdtor zo-
brazi vSetky body roviny na priamku y = x. Na jeden bod
tejto priamky sa teda zobrazi nespoéitatelne vela bodov pozdIZ
normdaly na priamku v takomto bode.

Rozlisujeme teda pripady kedy:

avéak pre jednoduchost budeme maf v

prikladoch nanajvys m =n = 3.

Pripady, ktoré moézu nastat

Ked'7e je v uvedenej tlohe nespoéitatelne vela
moznosti, z ktorych nie kazdd vedie k jed-
nozna¢nému rieSeniu, definujeme si jednotlivé
moznosti.

Maticu A chdpeme ako linedrny operstor!
posobiacu na vektor neznamych x, ktory nam
zobrazi na vektor pravych stran b. Tento
operator véak moze aj zobrazit viac ako len
jeden vektor x na vektor b, alebo dokonca
nemusi existovat vektor x, ktory by tento

operator vedel na b zobrazit.

1. Stdstava mé prave jedno riesenie. To sa stane prave ak sa operator A sprava tak ako na Obr. 1 (a).

2. Ststava m4 nekoneéne vela rieSeni. To nastane ak sa operator A sprava tak ako na Obr. 1 (a) a

ltaky, do ktorého ked vlozime linedrnu kombingciu, dostaneme tu linedrnu kombindciu obrazov s rovnakymi koeficientami:
A(ax+ By) = aAx+ BAy, «,B € R. V jednoduchosti povedané: linedrny je taky operdtor, ktorého vystup narastie o rovnaky

diel ak o rovnaky diel navysime Iubovolny vstup.



zaroven vektor nezndmych b lezi v podpriestore Im(A ), ktory nazyvame obraz A, ¢ize mnozinu obrazov

vsetkych bodov.

3. Sustava nemd riesenie, ak vektor nezndmych b neleZ v podpriestore Im(A). Neexistuje teda, ze by A

zobrazil ktorykolvek bod priestoru do b.

Pre operdtor A : R® — R™, ktory mé pre kazdu pravi stranu b € R™ jednoznac¢ny vzor, plati Im(A) = R™.
Vo viac ako 2D priestoroch moze mat obraz operdtora A o viac ako jeden rozmer menej, teda 3D priestor
moze zobrazit nielen na 2D rovinu, ale aj na jednu 1D priamku prechddzajice pociatkom. Ak plati pripad
(2.), pribudne ndm prave tolko nezdvislych nezndmych parametrov ti,ts,...,t, € R kolko rozmerov ma

mnoZina bodov, ktoré sa zobrazia na b € Im(A), aby sme pomocou nich vyjadrili lubovolné riegenie.

Pristup 1: Gaussova Eliminacia

Princip spoé¢iva v tom, ze zostrojime tzv. rozsirenti maticu ststavy:

ai; a2 am | b
a1 a2 ... agm | b2

| = (Alb)
Gp1  Qp2 e Gpp ’ b

ktortd pomocou ekvivalentnych riadkovych/ stipcovych operacii upravime do horného trojuholnikového tvaru:

air a2 ... dip | {71

. 0y .. dwm | b
(Alb) = |

0 0 R

pricom prvky s vlnovkou ~ st vysledkami tychto dprav:
1. Vymena riadkov R; <+ R; alebo stipcov Si < S;.

2. Linedrna kombindacia riadkov: R} = aR; + BR;, «, [ € R (&itaj: novy -ty riadok je a-ndsobkom i-tého
a B-nasobkom j-tého riadka) alebo stipcov S = aS; + BS;.

Riadky a stfpce matic si vektory v priestore prislusného rozmeru, vsetky operacie teda prebiehaji po
zlozkach.

Po dosiahnuti horného trojuholnikového tvaru (A\B) postupne vyjadrujeme nezname od konca, za¢inajic
rovnicou Ggnpx, = En =z, = Bn /@nn postupnym dosddzanim do vyssich rovnic.

Ak plati, ze v nejakom kroku upravy rozSirenej matice (A|E)) na horny trojuholnikovy tvar (A|t~)) je
nejaky riadok R; linedrnou kombindciou inych, t.j.: R; = an R, +--- + o, Rj,, 1 < j1,...Jr < n, napriklad

R3 = 2R,, takyto riadok mame navyse, t.j. mame navyse celd rovnicu. Rozmer sustavy teda klesne o jeden.



To znamend, Ze mame pripad (2.) Sustava ma oo vela rieseni. Napr:

0 -6 —-16 | 14 [~
0 3 8 | -7
Vzhladom nato, Ze poslednd rovnica 3z2 + 873 = —7 ma dva nezdvislé nezndme parametre (je to rovnica
priamky), vyjadrime pomocou redlneho parametra jednu nezndmu, napr. x3 =t € R, a z rovnice 3z + 8t =
—7 vyjadrujeme zo = —(7+8t)/3 a d'alej 3. Ak by sme mali tri nezndme v poslednej rovnici, musime pouzit
dva nezdvislé parametre, atd'.
Specidlny pripad kedy priddvame parameter je

ak mame nulovy stfpec:

[
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Znamend to, ze pri néasobeni vektora neznamych i ! : ;
I | ]
(1,22,23)" je zlozka zy vzdy ndsobend nulou a ”: r’u ! ?
Wit —_
1 1 3
I 1

teda za fiu mozno dosadit akikolvek hodnotu ¢t € R.

Obr. 2: Geometrickd interpretdcia determinantu matice

Ak vsak plati takmer to isté, az na linearnu kom- i . ; 0
so zlozkami uréenymi vektormi u a v z R”.

binaciu v pravych stranéch, ¢ize napr.:

0 -6 —16 | 18
0o 3 8 | -7

znamen3 to, Ze pripoc¢itanim polovice predposledného riadka k poslednému dostaneme nezmyselni rovnicu

0 = 2, teda sustava nema rieSenie.

Determinant - hodnota predurcujica spravanie A

Ak operato A meni priestor, potom nejakym sposobom zmeni aj jednotkovi plochu uréend vektormi e; =
(1,0)" a e; = (0,1)7. Vektory $tandardnej bdzy e; a ep sa mozu posobenim A transformovat tak, ze
rovnobeznik, ktory z nich vznikne zmeni ako plosny obsah tak aj orientdaciu. Ak sa zmeni poradie tychto
vektorov, plodny obsah meni znamienko. Vypocet (znamienkového) plosného obsahu takéhoto vseobecného
rovnobeznika mozno vidiet naznac¢eny na Obr. 2 pre vektory u a v.

Takéto znamienkovd miera rovnobeznostena uréeného bazovymi vektormi linedrneho operatora nazyvame



determinant. Pre matice 2 x 2 mame:

ail a2
det =
a1 a2

a pre matice 3 X 3 pouzivame tzv. Sarrusovo pravidlo:

= a11G22 — G12021

a1 Gi2 a3 ailp a2 ais
det [ o1 a2 a3 | =lag1 aze ass| =
az1 agz ass ag1 asz2 ass

= 011022033 — 011023032 + Q12023031 — 012021033 + A13G21032 — G13022031 -

Vsimnime si, ze pre rozmer 2 aj pre 3 vzdy permutujeme druhé indexy prvkov a striedaji sa ndm znamienka
podla (—1)! kde I je pocet inverzii (vymen) kazdej permutécie. To plati analogicky aj pre rozmery vyssie
ako 3.

Ak je determinant Stvorcovej matice rovny 0, mame jeden alebo viac riadkov alebo stfpcov navyse, t.j.:
nejaké vektory tvoriace rovnobeznosten su linedrne zdvislé (splyvaji spolu), teda znamienkovd miera je

nulova. Ide o relativne jednoduchy sposob ako zistif vlastnosti rieSenia systému len pomocou jeho matice.

Pristup 2: ZmieSané determinanty (x,, X,)

a Cramerovo pravidlo

Ak det A je znamienkovéd miera rovnobeznostena
tvoreného riadkovymi resp. stlpcovymi vek-

tormi matice A, potom pre systém 2 x 2:

b b
Ay =det [ M) a |Ag| =det [ T
by ao az1 b

st znamienkové plosné obsahy rovnobeznikov

det(a,, b)

det(a,, b
Ae=a, Ae,= a,

medzi vektorom pravej strany b a bazovymi
vektormi aj,as. Ak detA = |A] # 0, t..
ploény obsah bazového rovnobeznika je ne-
, 5 , , L, Obr. 3: Geometricka interpretdcia Cramerovho pravidla.
nulovy, mozno nim normovat rovnobezniky
uréené verktormi z A1 a z As. Uvedomime si
v8ak, ze bazové vektory a; a as si obrazmi
vektorov standardnej bazy e1, e; a tiez, ze zna-
mienkove plogné obsahy medzi eq, ez a vektorom nezndmych x = (x1, .’132)T su vd'aka jednotkovej zakladni
samotné nezndme stiradnice x; a x5 vidime, Ze pre ich vyjadrenie z tejto geometrickej analdgie (zndzornenej

na Obr. 3) ich sta&i podelit celkovym determinantom det A.



Tzv. Cramerovo pravidlo hovori, Ze (aj pre viacrozmerné systémy) s det A # 0 moézeme nezndme jedno-

ducho vyjadrif pomocou n + 1 vypoéitanych determinantov:

A 1A A
Al

T = gy eee Iy = .
A tAl



