Doplnkovy Seminar z Matematiky: Vzorové Priklady (S riesenim)

Priklad 1 (20 bodov). Méme funkciu f; definovand po castiach:

e — pre =z < —1
fiiz— 3V1—2x2, , pre z € (—1,1)
logy /o (z2 —4), , pre z > 1

a) [2 body] Urécte jej definiénij obor D¢, a obor hodnét Hy, (vSetky hodnoty, ktoré moze nadobiuidaf).
f1 f

(b) [4 body] Co najpresnejsie, pomocou vietkych klti¢ovych bodov (prieseéniky s z-ovou resp. y-ovou
osou) nakreslite jej graf.

c¢) |2 body] Urcte na akych podmnozinach def. oboru Dy, je funkcia rastica, resp. klesajuca.

f1

(d) [1 bod] Je f1 ohrani¢end (zhora, resp. zdola)? V oboch pripadoch svoje tvrdenie odévodnite.

(e) [1 bod] Nakreslite graf transformovanej funkcie f; s hodnotami f; (22 — 1) — 1.

(f) [1 bod] Nakreslite graf transformovanej funkcie f; s hodnotami § f1(—|z|) — 3.

(g) [4 body] Na mnozine R\ D, dodefinujte vetvu funkcie tak, aby bola rozsirend funkcia f; vade spojité

a v nanajvys jednom bode nedefinovana.

(h) [3 body] Funkciu f; ztzte na vhodné podmnoziny D C Dy, a néjdite k nim inverzné funkcie f; ’;1.
Priklad 2 (10 bodov). Rieste v R raciondlnu ne-
rovnicu: |.;\ =
2c —5 1 ZAVAN

- >
3z — 10 + z2 x2—7a:—|—10*0

Obr. 1: Diagondly konvexnych mnohouholnikov (modréd).

Priklad 3 (10 bodov). Konvexny n-uholnik je taky

mnohouholnik s n > 3 vrcholmi, ktorého hocaké

vnutorné body vieme spojit tseckou, ktord je obsiahnutd v jeho vnutri. Dokazte, ze kazdy konvexny n-
uholnik mé n(n — 3)/2 diagondl - tseciek ktoré lezia v jeho vnitri a spdjajd jeho vrcholy (pozri Obr. 1).



RieSenie
Priklad 1

(a) Def. obor:

Prvé vetva funkcie f; je kvadratickd funkcia x — x2 — 2 — 2 pre véetky = € R teda na prvej vetve pre
r < —1.

Druhd vetva x — 3v/1 — 22 je definovand pre 1 — 22 > 0 = (1 — 2)(1 + ) > 0 teda pre x € (—1,1) ¢o
po odstraneni bodu x = —1 prislichajicemu predchédzajicej vetve funkcie f; urcuje def. obor druhej vetvy
ako interval (—1,1).

Tretia vetva je logaritmicka funkcia x +— log, /2 (2 — 4). Kvadraticky vyraz v logaritme je kladny 22 —4 >
0 = (x+2)(x—2)>0prex>2az< —2. Teda po ziZeni na tretiu vetvu x > 1 m4 logartimicky vyraz
zmysel pre z > 2.

Vysledny def. obor je zjednotenim def. oborov jednotlivych vetiev, t.j.: Dy, = (—oo0,—1) U (—1,1) U
(2,00) = (—00,1) U (2, 00).

Obor hodnét:

Uréme korene &1, & (nulové body) kvadratického vyrazu 2% — z — 2:
S +&=1, &&E=-2
= %1(51 +£21) = % = (% —u)(% +’LL) =&1& =2
= (5 —u)(5+u)=-2
= ;1-ut=-2] -4
= 1-4?=-8 =u?=9 mu=43
= Hh=3-u=5-3=-1
b=fru=f+i=
Kvadraticks funkcia z — 22 — 2 —2 md korene v bodoch &; = —1 a & = 2, z ktorych prvy korei je aj pravym

hraniénym bodom intervalu (—oo, —1). Ked'Ze kvadraticky ¢len (2?) ma kladny koeficient, graf tejto funkcie
je parabola otvdrajica sa hore. Pre x € (—oo, —1) je teda obor hodnoét prvej vetvy funkcie f; interval
(0, 00) (Overit, ¢i sa naozaj véetky x € (—oo, —1) zobrazia funkciou  — 22—z —2 na kladné hodnoty mézeme
aj dosédzanim hodnét z € (—oo, —1) do si¢inového tvaru kvadratického vyrazu: 22 — 2 —2 = (z+ 1)(z — 2)

).

Graf funkcie x — /1 — 22 (druhd vetva bez koeficientu 3) je hornd polkruznica s polomerom 1 a stredom
v pociatku (0,0). Tento fakt je zrejmy z vyjadrenia neznadmej y z rovnice x? + y? = 1. Ak neviem ni¢ o
kruZniciach v rovine a o ich implicitnych rovniciach z hladania def. oboru druhej vetvy viem, Ze vyraz pod
odmocninou musf zostat nezdporny: 1 — z? > 0 ¢o plati pre z € (—1,1). Z vlastnost{ kvadratickej funkcie
x +— 1 — 22 pre tieto hodnoty z nadobtida kvadraticky vyraz 1 — 2% hodnoty len z (0, 1), ¢o plati aj po
odmocneni. Vyndsobenim vyrazu v/1 — 22 koeficientom 3 sa interval (0, 1) natiahne na (0,3), ¢o je obor
hodné6t druhej vetvy funkcie f;.

Napokon logaritmickd funkcia = — log; /2 (22 — 4) pokryva vietky redlne ¢fsla R ¢o je obor hodnét tretej
vetvy.

Ked'ze zjednotenie oborov hodnot vsetkych troch vetiev je (0,00) U (0,3) UR =R tak aj Hy, = R.
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Obr. 2: (modrd) Prvé vetva fun- funkcive Jfl na intvervale/ (—17—1)/7 funkcive ,fl na inter/va{e )(2,00%
. . (oranzovd  prerusovand) Hornd (oranzovd prerusovand) lavd vetva
kcie fi na intervale (—oo, —1). . o . . 2 .
polkruznica uréend grafom funkcie funkcie x — 10g1/2 (z* —4) na in-
/1 —2a? tervale (—oo, —2)

(b) Graf. Klti¢ové body v rovine uz mdme na vsetkych troch vetvach funkcie f; uréené z tlohy (a).
Teoreticky si eSte mozno dokreslit chybajice ¢asti vetiev funkcie resp. neskalovand polkruznicu pre druhi
vetvu (vid Obr. 2, 3, 4).

Vetvy 1 a 2 st pre nds trividlne ked'Ze vieme ako vyzeraju paraboly a polkruznica natiahnutd na jednu
stranu je polo-elipsa. Logaritmickd vetvu uz musime uréit z inych vlastnosti: Vieme, Ze do vnutra logaritmu
nemoézeme vlozit hodnotu z intervalu (—2,2) teda ¢ast tohto intervalu bude tvorit dieru v def. obore: (1, 2).
Nulovy bod logaritmu, t.j. # € (2,00) pre kt. log, /5 (2 —4) = 0, teda 2> —4 =1 =z =%V = = =
V5 & 2.23607. Dalej z dovodu, ze zaklad logaritmu % € (0,1) ide o klesajuici logaritmus (vid Obr. 4).

(¢) Vlastnosti. Def. obor funkcie si rozdelime

na intervaly Dy, = (—o0, —1) U (—1,1) U (2, 00). dr— : — —

Z vlastnosti kvadratickej funkcie z — 2% —

x — 2 na (—oo,—1) a logaritmickej funkcie x —  2f ]
log; /5 (#* — 4) na (2,00) vieme, ze na tychto inter-

valoch ide o striktne klesajticu funkciu (skdsim do- d

sadif napr. —3 < —2 € (—o0,—1) a V5 < % €

(2,00) a porovnaf funkéné hodnoty). Kedze je graf 5| 1
x +— 31 — 2?2 na U(—1,1) hornd polo-elipsa, je aj
pérna, t.j.: 3v/1 — 22 = 3,/1 — (—z)2 (a samozrejme

spojitd). Zo spojitosti a faktu, ze 3v1—0% = 3 q474 = 0 2 4
a 3y/1—(£1)2 = 0 potom musi{ byt na (—1,0)
rastica a na (0,1) klesajica (znovu moézem overit Obr. 5: Graf funkcie f1 z Prikladu 1.

dosddzanim hodnét z intervalov (—1,0) a (0,1)).

(d) Ohranicenost. Kedze obor hodnét funkcie f; je Hy, = R (vSetky redlne ¢isla), fi nemd ohranicenie.
Ak by sme vSak vySetrovali len prvé dve vetvy funkcie f; (s grafom parabolického obliku a polo-elipsy)
zo zjednotenia oborov hodnét vy ndm vysla mnozina (0,00) ¢o znamend spodné ohranic¢enie nulou. Ak by
sme sa zamerali iba na druhi vetvu (s grafom polo-elipsy) mali by sme dolné ohrani¢enie nulou a horné
ohranicenie 3-kou.
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Obr. 6: (e) (oranzovd) Graf transformovanej

funkcie s hodnotami f1(2x —1) —1. (Sedd) Graf
povodnej fi.

(e), (f) Transformédcie funkcii. Pozri Obr. 6 a 7.

3 3 -1 B % % 8 4

Obr. 7: (f) (oranzovd) Graf transformovanej
funkcie s hodnotami 3 f1(—|z|) — 3. (Sed4) Graf
povodnej fi.

(g) Doplnenie funkcie so Specifickymi vlastnostami. Diera v def. obore je mnozina (interval):

R\ Dy, = (1,2). Podmienkami tlohy (g) st

(I.) Dodefinovana funkcia fi: D — R musf byt spojitd na
Dy, (aked'ze fi je spojitd na svojom Dy, , t.j. graf fi v Ziadnorfl
bode Dy, ,neskoci prilis prudko”, musi byt fi rozsirend o fi
tiez vSade spojitd).

(IL) f1 rozsirend o f; moze maf ”dieru”v nanajvys jednom
bode.

Z podmienok vyplyva, ze graf fl musi v aspon jednom
okrajovom bode intervalu (1,2) koincidovat (splyvat) s gra-
fom zvysnej funkcie f;. Ked'Ze graf f; na logaritmickej vetve
z — logy /o (v? — 4) pokracuje pre x — 21 (&ftaj: o sa blizi k
2 sprava) do oo, moznosti pre fl nezahinaju funkcie, ktorych
hodnoty v bode z = 2 sd definované (a konecné), pretoze do
nekone¢na rastuci logaritmus by pdsobil prilis prudkou zme-
nou v okoli bodu x = 2, teda rozsirend funkcia by bola v tomto
bode nespojitd. Tento bod si teda nutne musime vybrat ako ten
,,nanajvys jeden chybajuci”bod v D 7, ana opacnom okraji in-
tervalu (1,2) zabezpecit aby sa hodnoty f1 blizili k fi(1)=0
pre x — 1%,

Tieto podmienky na (1,2) spfﬁajﬁ napr. funkcie:

~1(R) cx > logy (2 — )

~1(O):xl—>2——1

NI(G):x»—)ﬁ—i—l

4 :
2_
0
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Obr. 8: Farebne rozlisené varianty rozsirenej
funkcie: fl(R) (Cervend), 1(0) (oranzovd), 1(G)

(zelend)
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Obr. 9: Grafy zizenych funkcii fi |(700 Ly fi |(71 0y’ fi |(0 1 @ fi |(2 00) (modr4) a k nim inverznych funkcii f1 |(iloo Ly

71 71 71 '
f1|(71,0>a f1|(0,1> a f1|(2,oo)' (hneda)

Pre overenie si nakreslime ich grafy (vid Obr. 8).

(h) Inverzné funkcie. Kedze funkcia f; nie je prostd, nemozme k nej ndst globdlnu inverzni funkciu
fit. Vyberieme si teda striktne len jednotlivé intervaly (—oo, —1), (—1,0), (0,1) a (2,00) kde pre zizenia:

. s . . -1 -1 -1
f1|(_007_1>a f1|(_1,0>7 f1|(0’1) a f1|(27oo) vieme najst k nim inverzné funkcie: f1|(_oo’_1), f1|(_170>, f1’(071> a

-1
Il a0y
Graf kvadratickej vetvy funkcie fi, t.j.: fl} (—oor—1) je mozno popisat rovnicou y = 22 — x — 2. Aby sme
nasli predpis pre graf inverznej funkcie f; |;joo L1 vymenime premenné x a y:
r=y*—y—2



Aby sme z rovnice vyjadrili y, upravime jej pravu stranu na uplny Stvorec:

r=y*—y+31-1-2

— 1\2 _ 9
r=(y-3) 1%
a vyjadrime y:
2
(y—3) =2+ = y-s=+/z+]
Vysli nam, samozrejme, dve rieSenia, ale my budeme uvazovat len to so zdpornym znamienkom, pretoZe
chceme zabezpecit, aby bol graf inverznej funkcie symetricky podla priamky identity Piq (vid Obr 9 (a)):
—1 1 9
f1|(7oo)71> :{0,00) > R:z— 5 T+ 1
Kedze st grafy fl’(7170> a f1|(0’1> casti oblukov elipsy popisanej rovnicou % + 22 = 1, teda s y-ovou
polosou dlzky 3, budt k nim podla Piq symetrické krivky ¢astami oblikov elipsy s z-ovou polosou dlzky 3.
Aj bez vedomost{ o elipsdch viem jednoducho v rovnici y = 3v/1 — 22 (popisujiicej hornd poloelipsu)
vymenit premenné x a y a vyjadrit y:
Tz =23y1—12
2 2
?=91-y%) = yP=1-% = y==H/1-%
-1
’(7170>
zas analogicky musi lezaf nad z-ovou osou pretoze pretina Piq.

Né¢rtom grafov f1|(71’0> a fi |(0}1> usudime, ze graf f; mus{ lezat pod x-ovou osou, pretoze graf f1’(71’0>

nepretina priamku Pq, a d'alej graf f1| 0.1)

Kladné a zédporné znamienka rovnice pre y teda do vyslednych inverznych funkcii priradime podla zrkadlovej
symetrie cez Piq:

_1 T
f1’(71’0>2<0,3)—>R1.Z‘>—>— —52

-1 2
f1|(0’1>1<0,3)—>R:J)’—> - %
Pozri Obr. 9 (b) a (c).

Napokon logaritmickd vetvu f; invertujeme taktieZ vymenou premennych a vztahov pre logaritmy:

|(2,oo)

r=lompf -4 = (3 =@ = (@)=

y==2,/(3)"+4.

A vzhladom na obor hodnét log. vetvy fi t.j.: R a defini¢ny obor (2, 00) si pre inverzni funkeiu f; ‘ (_2100)

’(2,00)’
tieto mnoziny vymenia role a vyberieme si teda kladné znamienko pred odmocninou: funkcie symetricky

podla priamky identity Prq (vid Obr 9 (a)):

1 1\°
f1|(27oo):R%R:xr—> <2) +4

Ktorej graf mozno vidief na Obr. 9 (d).
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Priklad 2
V prvom rade uré¢ime body, v ktorych vyraz 3x%€6—?-x2 — x2_71x+ 5 2
nie je definovany, a to vypocitanim korenov kvadratickych rovnic:
1 ‘
30 —10+2%#0 22 —Tr4+104£0 : }
—34+4/9-4-1.(=10 e g =
T1o . (=10) w34 # 7j:\/492 4110
wrp # =SEY w34 # O
w1 # 5T w34 # 5
mia#-3+£=2 -5 rsa# T8 =52

~10 =3 0 5

Teda body —5, 2 a 5 tvoria ”diery”v definicnom obore funkcie Obr. 10: Hodnoty nerovnosti vyrazu

20-5 1 _ 25 1 (2—446)(c—4—/6)
T 32 00422 22 —7ad10 . @15)(@=2)  (@=5)(@=2)" (@15) (@—5)(2—2)

Nasledne upravime vyraz na spoloény menovatel (z+5)(z—5)(x—
2):

(2z —5)(x —5) — (z +5) 22% — 5z — 10z +25—2 -5 22% — 162 + 20
GinE-ha—-2 =0 = G1@-hE=2 =" 7 Groe-5@-2 ="

A pre kvadraticky vyraz v Citateli mozeme bez ujmy celi nerov-
nicu vydelit éfslom 2:
2 _ _ _4—
PoSel0 L (@ 4+ V6)(z —4 \/6)20
(x+5)(z —5)(z — 2) (x+5)(xz—5)(z—2)
Korene 12 =4+ /6 Tahko ziskame z koeficientov kvadratického vyrazu v ¢itateli 22 — 8z + 10 (pomocou
1 +&)=4a&& = (4—u)(4+u) =10). Cislo V6 lezi niekde medzi 2 a 3 pretoze:

D<v6<H /?
D? <6< H?

a najdeme pre dolné a horné ohranicenie také ¢isla D? a H?, ktoré vieme lahko odmocnit (a zdroven si ¢o
najblizsie k 6):
4<6<9 = 2<V6<3

Teda lavy nulovy bod & = 4 — v/6 lezi nickde medzi 1 a 2 a pravy & = 4 + /6 medzi 6 a 7.

Os redlnych ¢isel R si teda rozdelime (neuvazujiic body chybajice v def. obore funkcie 2 — (z(;i:;{i )7(”5”)_(;1:;/)6) ,

teda —5, 2 a 5) na intervaly:



(=00, =5) | (=5,4—+6) | (4—+6,2) | (2,5) | (5,4+V6) | (4+6,00)
(z —4+6) - - + + + +
(z —4—6) - - - - +
(x+5) - + + + +
(x —5) - - - + +
(z—=2) - - + + +
- - + - +

Celkovy vyraz

(Pozri Obr. 10).

(2-4+/6)(z—4-V/6)

(z45)(z—5)(z—2)

nadobiida nezdporné hodnoty na mnozine:

(=5,4 —V/6) U (2,5) U (4 + 6, 0)

Priklad 3

Obr. 11: Pridanie 6smeho vrcholu Vg ku kon-
vexnému 7-uholniku pridd 6 novych diagonal

(oranzovd)

1), teda:

k(k — 3)
2

+(k—1) =

k(k —3) +2(k — 1)

Zakladny pripad: Uvazujme n = 3, teda trojuholnik,
ktory nemé Ziadne diagonaly a naozaj dosadenim do vzfahu
n(n—3)/2=3(3—-3)/2=0.

Indukény predpoklad: Sformulujeme indukény predpo-
klad platiaci pre konvexny k-uholnik (k € N): Pocet diagondl
konvexného k-uholnika je prave k(k — 3)/2.

Rozsirenie indukéného predpokladu pre (k+1): Kon-
vexny (k + 1)-uholnik tvoreny vrcholmi

Vi, Vo, Va, s Vi1, Vi, Vikp1 mozno vytvorit iba pridanim
vrcholu Vi 41 na vonkajsiu stranu ktorejkol'vek hrany V;Vi, 1,
kde 1 <i < k—1, a to dostato¢ne blizko, k tejto hrane, aby ne-
boli vonkajsie uhly ZV;_1V;Viy1 a ZVj411V;41Viyo neboli ostré
(pozri Obr. 11). Tym pddom ndm medzi diagondly pribudni

(1) pévodnd hrana V;V; 4.

(2) (k — 2) diagondl spdjajucich novy vrchol Viii so
vsetkymi vrcholmi, okrem koncovych vrcholov hrany, teda V;
a Vii1 (pretoze tie by splyvali s novymi hranami V;Vi41 a
Vie+1Vit1 a nelezali by vo vaitri (k + 1)-uholnika).

Celkovy pocet pridanych diagonél pri pridan{ vrcholu je (k—

k2 —3k+2k—2 kK —-k—2 (k+1)(k—2)

2

2 2 2

Co je predpokladany pocet diagondl pre (k 4 1)-uholnik (po dosadeni (k + 1) za n vo vztahu n(n — 3)/2). O



