1. Funkcia realnej
premennej



1.1 Funkcia a graf funkcie

Citatel sa uZ moZno stretol s pojmom
»funkcia“, a to na strednej Skole, kde sa bezne uci
ako napriklad zakresl'ovat grafy tychto
matematickych objektov alebo hl'adat ich nulové
body. Je ale takisto moZné, Ze sa mnoho
Studentov zac¢inajucich stidium technickych
odborov, s tymto pojmom este nestretlo,
pripadne nemajud ani v najmensom ucelent
predstavu o tom co tieto objekty predstavuju
a na aké ucely sa pouZivaju.

(2)

Slovo ,funkcia“ znie dost odborne, no vo
svojej podstate sa jedna o velmi jednoduchy
a intuitivny objekt. Predstavme si, Ze mame
nejaké vrece s ¢islami. V takom vreci méZu byt
vSelijaké Cisla, napriklad celé kladné ¢isla ako 1,
5,156 atd'. alebo aj zadporné -1, -5,... a trebars aj (b) XCR
zlomky: 1/2,0.75,-7.155, ba dokonca ¢isla
iracionalne: m, —/2, e ... ktoré nevieme napisat
ako podiel dvoch celych ¢isel, a samozrejme
nula: 0. Takto sme skonStruovali ciselnii
mnoZinu (skupinu objektov). Kazdy prvoktejto
mnoziny sa v tejto mnoZzine vyskytuje prave raz.
Teraz si predstavme, Ze z tohto vreca (mnoZiny)

vezmeme za hrst ¢isel a hodime ich do akéhosi Obr.1.1:
stroja (obr.1.1.(a)). Tento stroj zakazdym

zozerie jedno &islo a vypl'uje na svojom vyvode (a) predstava funkcie ako pristroja (black box), ktory

tie ¢islo. Niektoré &isla tento stroj spracuje, iné dostava na vstup objekty x a produkuje hodnoty £ (x).

spracovat nedokaze. VSetko zalezi od toho ako je (b) ako si mdZeme my predstavit funkciu redlnej premennej
tento stroj na Cisla postaveny. Napriklad si x v zmysle niz$ie uvedenej Definicie 1.1.1.
predstavme, Ze mame stroj, do ktorého hadzeme

Cisla a vyraba nam z nich odmocniny tychto cisel

(teda také cisla, ktoré ked’ vynasobime samé so
sebou, dostaneme to Cislo, ktoré sme vhodili). Takyto stroj nedokaze spracovat napriklad zaporné
Cisla (ak chceme aby nam vyplaval iba realne cisla).

Takyto stroj mbze v redlnom zivote prestravovat kalkulacka alebo pocitac. Vo svojej
podstate touto predstavou konstruujeme v abstraktnom matematickom vesmire akysi objekt (ktory
nazyvame funkcia), posobenim ktorého dostaneme nejakti hodnotu na vystupe. Samozrejme
vyzadujeme, aby bolo jednoznacne dané, aki hodnotu pre dany vstup dostaneme na vystupe.
Pripady ked' z jedného vstupu dostaneme dva rézne vystupy su neakceptovatel'né (pre nase
matematické ucely nevhodné).



Definicia 1.1.1 (Funkcia redlnej premennej):

Nech st X a Y neprazdne mnoZiny, pricom X ,Y € R. Potom takému f, ktoré kazdému prvku x € X
priradi prave jeden prvok y € Y hovorime funkcia redlnej premennejx aznacime f:X — Y (Citaj: f
zobrazuje mnozinu X na mnozinu Y), resp. f: x = y (Citaj: f zobrazi prvok x na prvok y). Prvky

y = f(x) € Y nazyvame funkénymi hodnotami. Mnozinu X nazyvame definicny obor (doména)?
funkcie f a mnozinu Y nazyvame obor hodnét? funkcie f.

Poznamka 1.1.1:

Pojem funkcie sa v matematike ¢asto zovSeobeciiuje na pojem zobrazenia. Tym sa mozu akékol'vek
abstraktné objekty ,zobrazovat® z mnoziny X do mnoziny Y (bez ohl'adu na to, ¢o tieto mnoziny obsahuji),
pricom stdle plati, Ze sa kazdému prvku x € X priradi prave jeden prvoky €Y.

Pre nase ucely ale nie je potrebné tento pojem zatial’ zovSeobecniovat, pretoZe sa za nim
skryva pomerne zdihava teéria, ktora presahuje ramec uéiva. TakZe budeme pracovat s funkciami
realnej premennej podl'a Definicie 1.1.1, teda s objektami, ktoré v zmysle tejto definicie pracuju
s redlnymi ¢islami.
preto moZe novacik pokojne preskocit, zatial' ¢o skisenejsi matematik si ju ma moZnost prejst, aby
si upresnil potrebné detaily.

fIX] <Y YR
Poznamka 1.1.2: 3+—3—o R
Majme zobrazenie f: X — Y, kde X a Y st neprazdne
mnoziny, potom:
e fje surjekciaak pre kazdé y € Y existuje aspon
jedno x € X také, Ze f(x) = y. Skratene: R
VyeY;axeX:f(x)=y. XER

Inymi slovami: f vo v§eobecnosti nemusi zobrazovanim
zaplnit celd mnozinu Y (viz. Obr.1.2), no ak sa jedna
o surjektivne zobrazenie, tento pripad nastane. Neostane Obr.1.2: funkcia, ktora nie je surjektivna

ani jeden prvok z Y, ktory by nemal nejaké x € X, ktoré by

nan f zobrazovalo. V tejto knihe budeme chapat kazdu funkciu f ako surjektivne zobrazenie medzi dvoma
¢iselnymi mnoZinami.

Len tak pre zaujimavost: mnoZina Y sa (hlavne v anglickych textoch) vo vSeobecnosti oznacuje ako
koobors3, aby sme odliSili obor hodnét f[X] = {f(x) | x € X} , obraz mnoZiny X, od mnoZiny Y na, ktord
zobrazujeme.

! Angl. domain
2 Angl. range, image (obraz)
3 Angl. codomain



e fje injekcia (jedno-jednoznacné, prosté zobrazenie #) ak pre R R
kazdé y,,y, € Y existuji x;, x, € X také, ze f(x;) = f(x), f
potom x; = x, ,inakak f(x;) # f(x,), potom x; # x, . s o
Skratene: s
VY2 €Y; 3 x,% €X: f(x) =f(x2) = =2, XcR

S VY, ¥, €Y; T x,x, €X: fx) #f(x3) = x1 # %

Injektivne zobrazenia su tie, ktoré nikdy nezobrazia dva r6zne Y =f®)
X1,X, € X najeden a ten isty prvok y € Y. Pre dva rozne vzory, su dva X J ‘
rézne obrazy (viz. Obr.1.3). injekcia nemusi byt nutne aj surjekcia,

preto definujeme nasledujtci typ zobrazenia:

e fje bijekciaak je surjekcia a sticasne injekcia, teda pre kazdé
y € Y existuje prave jedno x € X také, Ze f(x) = y. Skratene:
VyeY;al xeX:f(x) =y

Obr.1.3: funkcia, ktora je injektivna

Vel'mi délezity typ zobrazenia, ktorého mnozina
vzorov je ,rovnako velkda“ ako mnoZzina obrazov,
pretoze
R f R kazdy obraz ma prave jeden jediny vzor. Typickym
prikladom je permutacia (zorad ovanie, ¢islovanie)
nejakych prvkov mnoZiny (je to bijekcia mnoziny
YCSR = poradovych ¢isel samej na seba). Ked budeme

/——> YER pracovat s bijektivnymi funkciami, budeme ich

oznacovat aj ako ,prosté” (viac neskor).

—>QV = /(x) e fjeidentitaak pre kazdé y € Y existuje prave
i jedno x € X také, Ze x = f(x) = y.TedaajX =Y.
VyeY;al xeX:ix=f(x)=y
= X=Y.

Oznatujeme aj y = id(x) .

Obr.1.4: funkcia, ktoré je bijektivna Speciélny pripad bijekcie. Kazdy prvok mnoZiny sa
zobraz{ sdm na seba.

Pozor! Symbol f musime chapat ako ,operator®, ktory pdsobi na nejaky prvok x € X. Vysledkom je ¢islo
f(x) € Y (funk¢éna hodnota). Symbol f nestotozniujeme (nedavame do rovnosti) s funkénou hodnotou f(x) .
Avsak niekedy je jednoduchsie napisat napr. ,funkcia f(x) = xe* — xInx “aj ked je tento vyraz vlastne
funk¢énou hodnotou. Jedna sa pochopitel'ne o ,zneuzitie oznacenia“>

Priklad 1.1.1:

Nech f: R - R je funkcia taka, Ze f: x ~ x2. Tato funkcia priradi kazdému x € R $tvorec tejto
realnej hodnoty x2 € R. Defini¢ny obor f je celd redlna mnoZina R, pretoZe z akéhokol'vek realneho
C¢isla mozno urobit stvorec, ktory bude tiez realne Cislo, ale vZdy nezaporné, teda oborom hodnot f
je mnozina [0, oo . Zapisujeme tiez D(f) = Ra H(f) = [0, oo .

4 Angl. one-to-one
5 Angl. abuse of notation



Priklad 1.1.2:

Funkciaa : N - R, definovana na mnozine prirodzenych Cisel N, ktora kazdému prirodzenému
Cislun € N priradi nejaké realne ¢islo a(n) = a,, sa nazyva nekonecna postupnost redlnych hodnot
a,. Tuto funkciu mo6Zeme chapat ako ,Cislovanie” redlnych hodnét a,, (od prvého, cez n-ty ¢len aZ
do nekonecna). Niekedy ju oznacujeme aj {a, }n=; ako mnozinu (funkénych) hodnét a,,.

Poznamka 1.1.3:
Dve funkcie f a g sa rovnaju, ak sa mnozinovo rovnaju ich defini¢né obory a zaroveii obe zobrazujd jednotlivé
prvky uplne rovnako t.j.: f(x) = g(x) pre vSetky x z defini¢ného oboru.

Nato, aby sme vedeli s funkciami pracovat si ich potrebujeme vediet dostatocne dobre
vizualizovat. Obrazok, ukazujuci $ipKy, ktoré popisuju ktory prvok nejakej mnoziny sa zobrazi na
nejaky d'al$i prvok su sice intuitivne a matematicky korektné, no ked' pracujeme s funkciami na
podmnoZinach X € R takej vel'’kej mnoziny ako je mnoZzina realnych ¢isel, Sipky nam uz
nepomahaju. Preto sme sa uZz urcite stretli (aj na strednej Skole) so zakreslenim funkcii do grafov,
kde sme na horizontalnu (x-ovi) os nanasali vstupné hodnoty (z defini¢cného oboru) a na
vertikalnu (y-ovi) os sme nanasali vystupné (funkéné) hodnoty. Spojenim tychto dvoch stradnic
sme dostali aksi ¢iaru, ktora ndm dava obraz o tom, ako dana funkcia ,vyzera“.

Definicia 1.1.2 (Graf Funkcie):
Nech f: X — Y je funkcia. Potom mnozinu v3etkych usporiadanych dvojic (x, f(x)) € R? nazyvame
graf funkcie f.

Poznamka 1.1.4:

Symbol R? = R X R predstavuje kartézsky sii¢in dvoch
mnozin redlnych Cisel, t.j.: vSetky mozné usporiadané dvojice
(x,y) redlnych ¢isel x, y € R. Tuto mnoZinu si zvyCajne
predstavujeme ako dvojrozmernd rovinu realnych ¢&isel.

Priklad 1.1.3:
UZ zo strednej Skoly pozname ,linearne“ funkcie tvaru

f:x » ax + b,kde a,b € R. Grafom takejto funkcie v R? X

je priamka. Koeficient a sa nazyva smernicaé priamky,

ktora je grafom f a hovori, Ze ked' sa hodnota x zvysi

o 1, funkéna hodnota f(x) sa zmeni prave o a. Cislo b Obr.1.5: Graf funkcie f:x — x? vykresleny ako

ktoré k line4rnej funkcii’” ax pripo¢itavame spdsobuje parabola do roviny R?.

to, Ze sa graf funkcie posunie prave o hodnotu b v y-

5 Angl. slope
7 Sprévne by sa funkcia f:x — ax + b nemala nazyvat linedrna, ale afinna (afinne posunuta o b), len funkcie s

b = 0 st skutoéne (v zmysle linearnej algebry) linearne t.j.: plati f(@,x; + @,x;) = a,f(x;) + a,f(x,) pre kazdé
X1, %, € Rakonstanty a;, a, € R.



ovom smere. Cislo b je v tomto pripade priese¢nikoms grafu funkcie s y-ovou osou. Odpori¢ame
v rdmci opakovania stredoskolského uc¢iva vymysliet' si vhodné redlne ¢isla a, b a nakreslit' si grafy
takychto linedrnych funkcii (napr. na milimetrovy papier).

1.2. ZloZena a inverzna funkcia

Co sa stane ak nechame zobrazit' obor hodnét nejakej funkcie g: X — Y nejakou inou
funkciou f:Y — Z ? Dostavame tzv. zloZentii funkciu h : X — Z. Novu funkciu m6Zeme taktiez
oznacit (f o g): X — Z, kde jasne vidime z akych funkcii vznikla.

Definicia 1.2.1 (Zlozena funkcia):

Nechg:X - Ya f:Y — Z su funkcie. Potom funkciu h = (f o g): X = Z nazyvame zloZend funkcia
z funkcii f a g. Funk¢éné hodnoty znacime (f o g)(x) = f(g(x)) € Z. Funkciu g, ktorej obor hodnot
je zobrazovany funkciou f do Z tieZ nazyvame argumentomf.

V podstate moZeme do seba
naskladat’ akékol'vek mnozZstvo funkcii.
Vysledkom bude stale jedna funkcia,
ktora bude svojim kompletnym
predpisom prirad’'ovat ¢islam z jej
defini¢ného oboru funkéné hodnoty.
AvSak nesmieme zabudat, Ze kazda
nova funkcia obmedzuje hodnoty
svojho argumentu prave svojim
= defini¢cnym oborom.

—3—o° -—r— £ R Teda vo vSeobecnosti ak
hl'addme f o gpre g: X —>Ya f:Z -
W musime najst prienik Y N Z a ten
H(g) )C Y YR pouzit' ako defini¢ny obor funkcie f. Ak
je tento prienik prazdna mnozina (Y N
Z = @), potom funkcie f a g zlozit
nevieme.

D(g)CIR

Obr.1.6: ZloZena funkcia (a) nakreslena pomocou Vennovych
diagramov a (b) vo forme zobrazenia mnozin realnych cisel.

8 Angl - y-intercept



Priklad 1.2.1:

Majme g:x = —x? —1 a f:x — Inx. Defini¢ny obor funkcie g je celé R. Funkcia g ale
zobrazuje vSetKy reélne ¢isla na ¢isla zaporné, neostro mensie ako -1, t.j.: H(g) = |—o, —1]
(moZeme vyskusat dosadit). To by bol dost zdvaZzny problém ak by sme chceli zloZit funkcie f o g
(v tomto poradi), pretoZe vyraz In(—x? — 1) nemozno vyjadrit' v redlnych ¢&islach. Argumentom
funkcie , In “ moZe byt iba kladné ¢islo.

Priklad 1.2.2:

Nechg:R -> R, kde g(x) =x?>—1af:]0,% [ > R, kde f(x) = Inx. Potom zloZena
funkcia (f o g) : x » In(x? — 1) ma defini¢ny obor D(f o g) = |—o,—1[ U ]1, [, ¢o je mnoZzina
rieSeni kvadratickej nerovnice x> — 1 > 0 (Obr.1.7).

Obr.1.7: (vl'avo) argument funkcie f nadobuda kladné hodnoty na mnoZine ]—oo,—1[ U ]1, oo[. Pripustnym
defini¢nym oborom funkcie (f o g)(x) = In(x? — 1) (vpravo) je teda tidto mnoZina.

D(f°g)<R

Priklad 1.3.2:

Nech h:[-1,6] » R, kde h(x) =x*> —4 af:[ 0,0 [ » R, kde f(x) = v/x potom funkcia
(f o h)(x) = Vx2 — 4 je definovana na mnozine D(f o h) = { [2, 6] }, pretoZe argument funkcie h
mus{ byt nezdporny a mnoZinou rie$eni nerovnice x> — 4 > 0 je ]—o0,—2] U [ 2, o[ a teda prienik
mnozin [—1,6] N ( ]-0,—2] U [2,0[) = [2, 6] je definiénym oborom zloZenej funkcie (viz
Obr.1.8 a Obr.1.9).

Obr.1.8.:
pre (f o h):[2,6] - [0,v/32] vidime, plnou

. 32 ¢iarou vyznaceny graf funkcie (f o h) .

' -
BO elpl”
R, .




Zda sa, Ze uz mame vybudovanu celkom 0br.1.9: Uzavrety interval [—1, 6] premietne funkcia h do
intervalu [—4, 32] (ak by h zobrazovala celt R, bolo by to do
mnoziny [—4, o[, pretoZe najniZ$iu hodnotu dosiahne pre
h =0ato h(0) = —4). Do funkcie f v§ak uZ musi vstdpit len
) i ] nezaporné ¢islo, teda interval [0, 32]. Vzor tejto mnoZiny
by sme sa ale rozhodli zobrazovanie funkcie podra zloenej funkcie (f o k) je prienik intervalu [1, 6]
»obratit™? amnoziny |—oo, —2 | U [ 2, oo[ ¢iZe interval [2, 6].

Ako prva sa vynara otazka: ¢o takéto R R R

slusnu predstavu o tom, ako funkcie zobrazuju
jednotlivé podmnoziny readlnych cisel, a ze
dokaZeme na seba naskladat’ viac funkcii. Co ak

obratenie - inverzia. M6Ze v naSom jazyku
funkcii znamenat? Jednoducho: Chceme teraz

najst’ novu funkciu £~ k funkcii f, ktorou o T [
budeme zobrazovat obor hodn6t Y spat na . ’ h(]- , -2] U

definicny obor X, a to konkrétne tak, ze kazdé ol [2, D5 '-
y € Y, na ktoré by sa (priamou) funkciou f [0 2]

zobrazilo nejaké x € X, chceme (inverznou) i

funkciou f ~! zobrazit’ prave na (to pévodné) ] [ 710,321)

X € X. 1
To, samozrejme, znamena, Ze ak tieto

dve funkcie zloZime (v 'ubovolnom poradi), Sa— L
moZeme jedine dostat funkciu identity ,id",
ktora zobrazi kazdé ¢islo z prislusnych

defini¢nych oborov samé na seba.

[ 1 (-1, 6])
b= [-4,32] .

Poznamka 1.2.1:

Inverzné ,operacie” sa vyskytujti vo vietkych odvetviach matematiky. Ci uZ napr. transformujeme
nejaké geometrické utvary, potom napriklad nasobime ¢islo x jeho obratenou hodnotou 1/x, alebo k &islu x
pripocitame ¢islo —x, zakazdym dostaneme akysi prvok ,identity”, ktory ma tu vlastnost, Ze prislusnou
operaciou s d'alsimi prvkami nerobi vébec nic.

Teraz ale nardZame na problém: ako vie funkcia f ~! zobrazit nejaké y € Y na ,ten spravny”
vzor x € X ? Ved sa pokojne moéze stat, Ze funkcia f zobrazi dve rézne x;,x, € X natoistéy €Y.
Definicia 1.1.1 je skonStruovana tak, Ze nato, aby bola f ~! naozaj funkcia, moze zobrazovat kazdé y
len na jedno x. To znamenj, Ze f nemd&Ze zobrazit dve rozne x;,x, € X natoistéy €Y.

Aby sme toto zabezpecili, musime funkciu f opatrit nasledujicou vlastnostou:

Definicia 1.2.2 :
Nech f: X — Y je funkcia. Potom hovorime, Ze f je prostd (alebo tiez bijektivna), ak pre kazdé y € Y
existuje prave jedno x € X také, Ze f(x) = y. Skratene:

VyeY;al xeX:f(x)=y

Teda v jednoduchosti: bijektivna funkcia je funkcia, ktorej kazdy obraz ma prave jeden vzor. Navyse
mnoziny X a Y st vtomto zmysle ,rovnako vel'ké“, pretoze medzi vSetkymi ich prvkami existuje
jedno-jednoznacny vztah.



Definicia 1.2.3 (Inverzna funkcia):
Nech je f: X - Y prosta (bijektivna) funkcia, kde f(x) = y . Potom funkciu f~1:Y - X , kde
f~1(y) = x nazyvame inverznd funkciak funkcii f.

Samozrejme pre kazdé x € X plati (f o f™1)(x) = f( f~'(x)) = x (aj v opatnom poradi skladania
funkecii).

YCR
- % g
[ =¥

Obr.1.10: ZloZenim bijektivnej funkcie f a funkcie k nej inverznej f~! dostdvame identitu (f~1o f): X » X

(fTe Pixm xtize (1o ) = fHF@) = (Fo F0) = F(f7I) =x.

Poznamka 1.2.2:
Grafy funkcii f a f~1 st v redlnej rovine R? symetrické podl'a grafu identickej funkcie id(x) = x
(piSeme aj v tvare smernicovej rovnice: y = x ).

Priklad 1.3.3:

Najdime inverznu funkciu k funkcii f: ]0
of > ]1, o ,f(x) ==+1:

Funkcia f je prost3, takze k nej vieme
najst inverziu. Vieme, Ze plati identita

f(f 1(X))—xteda ( + 1 = x odtial
fl(x)——kdef 11, oo = 10, oof.

Obr.1.11: Inverzna funkcia f~1(x) = ﬁ k funkcii
flx) = i + 1z prikladu 1.3.3.



Priklad 1.3.4:

Upravme (zuzme) defini¢ny obor funkcie f*: R - [—1,0[ , f*(x) = x2 — 1 tak, aby sme k nej
vedeli najst’ inverznu funkciu f~1:[-1,0[ > X S R:

Riesenia mame hned’ dve. Defini¢ny obor f* vieme rozdelit na dva symetrické intervaly, na
ktorych je f* urcite bijektivna. Tymito intervalmi si |—co0,0] a [0, oo[. Potom mame dve funkcie
(bijektivne zuZenia) f;: ]—o,0] - [—1, [ a f,:[0,o[.—» [—1, o[, ku ktorym existuji inverzné
funkcie f; ':[~1,00[ = ]—o0,0]a f, *:[=1,0[ = [0,oo[.Ich vyjadrenie mdZeme I'ahko najst
pomocou identity

A(A70)=x ? H(f7w)=x
teda
(f1.2‘1<x>)2 —1=x = fiz ') = +VT+x

Grafy inverznych funkcii s, pochopitel'ne, symetrické podl'a grafu identickej funkcie id(x) = x

s grafmi funkcii f;" a f;” Grafy navzajom inverznych funkcii sa okrem bodov [—1,1] a [0, —1]
pretinaju na grafe identickej funkcie. x-ovu suradnicu priese¢nikov najdeme identitou y = x, teda
rieSenim kvadratickej rovnice x2 — x — 1 = 0, ktorej koretimi sti x; , = (1 +v/5)/2.

Obr.1.12: Funkcie z prikladu 1.3.4.

Poznamka 1.2.3:

Hl'adanie f~!ku f je mozné zjednodusit’ tak, Ze v zapise f(x) = y jednoducho vymenime x za y :

) = x.



1.3. Limita a spojitost -
funkcie &

,INatura non facit saltus“ - ,Priroda
nerobi skoky”, tvrdili v latin¢ine mnohé
filozofické texty, ktoré spisal Gottfried
Wilhelm Leibniz, jeden zo zakladatel'ov
kalkulu. Ak si predstavime akykol'vek
prirodny jav, ¢i uz pohyb a transformacie
telies v priestore alebo fyzikalne polia, vidime
Ze tieto procesy nikdy neurobia nahly ,skok*
z jedného stavu do iného v dvoch blizkych po
sebe iducich ¢asovych okamihoch alebo
blizkych bodoch priestoru. Nevieme si predstavit, Ze by sa napriklad letiaca ¢astica alebo planéta
zrazu okamzite ,teleportovala“ z jedného bodu priestoru na iny. V modernych prirodnych vedach
samozrejme pozname aj priklady systémov, ktoré sa spravaji nespojito, no stale preferujeme
modely reality, v ktorych moZno aplikovat Leibnizovu prirodnau filozofiu.

Nas pochopitel'ne zaujima ako tieto vlastnosti popisat matematicky.

Redlna funkcia f: X — Y ndm moze opisovat akykol'vek prirodny, ¢i abstraktny fenomén a jej
spojitost ? je dolezita vlastnost, s ktorou potrebujeme vediet v matematickej analyze ( a vébec vo
vysSej matematike ) pracovat.

Spojitou chceme nazvat takd funkciu, ktora nebude ,skakat pri miniatdrnych zmenach
v defini¢nom obore. Tieto ,skoky“ (ndhle zmeny) musime nejakym spdsobom ukorigovat, t.j.:
potrebujeme vzhl'adom na hodnoty v defini¢nom obore X vediet nejako ohranicit funk¢né hodnoty
v bodoch, ktoré sua , blizko seba“.

Poznamka 1.3.1:

Na mnozine X sme ,blizko“ nejakého bodu b € X, ak nie sme priamo v niom, ale v nejakej malej
vzdialenosti, ktorti budeme znacit napr. §, od tohto bodu. Mnozina takych x € X, ktoré st vzdialené nie menej
ako & od b € X nazyvame §-okolie bodu b. Ttito mnozinu oznacujeme Og(b). V niektorych textoch je
povazovana akdkol'vek mnoZina M € X za okoliel® bodu b € X ak obsahuje nejaké O5(b) =1b— 6 ,b + ]
(,prstencové” okolie bodu b s polomerom § > 0) teda Os(b) € M. TakZe napriklad aj samotna mnoZina X by

mohla byt okolim bodu b € X, ak by tento bod
O (b) nebol ,hrani¢nym®, t.j.: kazdé jeho §-okolie by
S vycCnievalo mimo mnozinu X.
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Poznamka 1.3.2 ( -8 definicia spojitosti):
Pre zacinajucich Studentov technickych smerov zatial nie je potrebn4, no hlavne Studenti,
ktori si chct nastudovat doélezité matematické formality, ju ocenia.

Nech f: X » Y anech b € X, potom hovorime, Ze f je spojitiv bode b, ak pre I'ubovolné € > 0
existuje také § > 0, Ze z platnosti |x — b| < § potom plati |[f(x) — f(b)| < €, pre nejaké x € X (blizko bodu

b).
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Jednoduchsie povedané: ak si okolo
f(b) postavime nejaké e-okolie, potom ak je f
spojita, musi existovat pre toto ¢ také §-okolie
okolo bodu b, Ze sa funkciou f cela tato
mnozina (6-okolie bodu b ) zobrazi do vnutra
g-okolia bodu f(b).
Ak tieto podmienky nie sd splnené (plati opak
tvrdenia), funkcia nie je v bode b € X spojita.
Bez ohl'adu na to aké malé §-okolie b si
vezmeme, vZdy sa nejaké jeho body zobrazia
mimo pevne zvoleného e-okolia f(b). To sa
stava, ked’ ma funkcia v nejakom bode ,skok”
alebo prili$ ,divoko osciluje“ v jeho okoli . V
I'ubovol'ne malom okoli tohto bodu sa jej
funk¢nd hodnota zmeni o nenulovd hodnotu.

Teraz na chvil'u odboc¢ime k inej ivahe, aby sme si objasnili velmi délezity koncept
»priblizovania sa“.

Podl'a starovekého Gréckeho filozofa Zendna (z Eley) (490-430 pr.n.L.) bol pohyb
len iltziou. Tato myslienka sa zachovala v podobe znameho paradoxu Achilla a korytnacky.

Predstavme si, Ze sa kona bezecky zavod medzi korytnackou a bajnym Gréckym



bojovnikom, Achillom. Korytnacka je samozrejme o dost pomalSia ako Achilles, a preto sa Achilles
rozhodne dat korytnacke naskok (napriklad 100 metrov). Achilles teda bude Startovat’ z nulovej
pozicie, zatial' ¢o korytnacka 100 metrov pred nim. Podl'a Zendna Achilles nikdy nemoze
predbehnut korytnacku, pretozZe nato aby ju predbehol, napred musi dobehnuit do miesta,

z ktorého korytnacka Startuje, no kym ho dosiahne, korytnacka sa uz bude nachadzat o kus d'ale;j.
Achillovi nebude robit najmensi problém tento kus (o ktory sa uz korytnacka posunula) zdolat, no
kym ho zdol3, korytnacka sa zas pohne o eSte mensi kus d’alej. Dostdvame zdanlivy paradox,

v ktorom Achilles nikdy nedobehne korytnacku, pretoZe ta bude vzdy o niec¢o (neustale sa
zmensSujuci krok) napredovat.
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Obr.1.13: paradoxny limitny pohyb Achilla a korytnacky

Je jasné, Ze v redlnom Zivote takéto paradoxy nevidime. Paradoxny charakter tejto
predstavy spociva v tom, Ze Achilles aj korytnacka vykonavaji pohyb po krokoch, ktoré sa neustale
zmens$uju. No ked'Ze je pohyb zavisly od ¢asu, zmensovat sa musia aj jednotlivé ¢asové intervaly.
Nase vnimanie ¢asu je plynulé, ¢asové kroky sa nespomal’uju, a preto by sme pozorovali, Ze Achilles
vel'mi rychlo korytnacku dobehne a aj ju predbehne. Tato myslienka je vSak vel'mi doleZita
v predstave ,bliZenia sa“ k nejakému bodu.

Casto je potrebné vysetrit' spravanie sa funkcie ked' sa postupne priblizujeme k nejakému
bodu, ale nikdy ho nedosiahneme. Toto Zénonovské ,nedosiahnutie” bodu je uzito¢né napriklad
ked’ bod, ku ktorému sa blizime, vobec nie je prvkom defini¢ného oboru funkcie. Nedava preto
zmysel dosadit’ do funkcie tento konkrétny bod, no chceme vediet ako sa funkcia sprava v jeho
bezprostrednej blizkosti.



Takisto nam bude uZzito¢na myslienka
napriklad vySetrovat spravanie funkcie,
ked nechdame premennu x rast (do
nekonecna). Ak pozname napriklad
funkciu C¢asu, ktora popisuje pohyb Castice
po priamke, zaujima nas na akej polohe sa
postupom ¢asu ustali (alebo neustali), t.j.:
ak nechame ¢asovu premennu t, ,plynat™
(rast do nekonecna).

Predstavme si teraz postupnost’
realnych &isel {b,, }o=; (v priklade 1.1.2 sme si ukazali, Ze kazdd postupnost mdZeme chapat ako
funkciu f : N - R). Zaujima nas, ¢i sa hodnoty b,, (Cleny postupnosti) ustalia na nejakej hodnote
b € R ak nechame poradové ¢islo n € N rast do nekoneéna ( zna¢ime n — o). Cislo b potom
volame /imitapostupnosti. Formalne:

Definicia 1.3.1:
Nech je {b,, };=1 postupnost redlnych ¢isel, potom ¢islo b € R nazyvame /imitou tejto postupnosti,
ak pre kazdé § > 0 (I'ubovol'ne malé redlne Cislo) existuje také n, € N (poradové ¢islo), Ze pre
vSetky n > n, (kden € N) plati: |b,, — b| < § . Skratene:

V§>03In,eEN;Vn>ny,,neN: |b,—b|<éd

Obr.1.14:
Postupnost bodov,
ktord ma limitu b, sa

O(S(b) s T r—— sprava tak, Ze ak si
b zvolime akykol'vek
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Pouzivame oznacenie: lim b,, = b,
n—-oo
ktoré ¢itame: limita postupnosti (bodov) b,, kde n — oo (n sa blizi k nekonecnu, resp. rastie do
nekonecna).
Ak plati, Ze b, < b,V n € N potom hovorime, Ze sa b,, bliZi kb sprava (zdola). Znatime: b,, > b*
Analogicky

ak plati, Ze b,, > b, V n € N potom hovorime, Ze sa b,, bliZi kb zlava (zhora). Znacime: b, = b~




Vel'mi ¢asto pouzivame pojem ,konvergencie“. Hovorime, Ze postupnost bodov b,,
konvergujek nejakému b , ak sa k nemu limitne bliZi, teda bod b je limitou postupnosti, ¢o zna¢ime
b, —>b.

Mo6ze sa samozrejme stat, Ze bude postupnost’ Cisel rast do nekonecna.

Definicia 1.3.2:

Nech je {b, };r=1 postupnost realnych ¢isel, potom ak pre kazdé H € R (I'ubovol'né reélne ¢islo)
existuje také ny € N (poradové ¢islo), Ze pre vSetky n > ny (kden € N) plati: b, > H, potom
lim b,, = co Skratene:

n—oo

VHeER,AnyeN;Vn>ny,,ne€N: b, >H = lim b, =

n—oo
analogicky (pre postupnost klesajicu do zaporného nekonecna):
VLER,IngEN;Vn>ny,n€N: b, <L = lim b, = —o0

n—-oo

V oboch pripadoch hovorime, Ze ma postupnost {b,, } neviastnii limitu.

Priklad 1.3.1:

o)

.Potom lim = = 0, pretoZe ak delime jednotku stale va¢sim kladnym

v . , (1
UvaZujme postupnost {—}
nn=1 n-oon

o - . 1
¢islom n, hodnota zlomku sa bliZi k nule ( samozrejme sprava : ~= 0%)

Priklad 1.3.2:
UvaZujme postupnost {n},—; (tieZ mézeme znacit id n, ako identicka postupnost).
Potom lim n = oo, trividlne z n — co.

n—oo

Poznamka 1.3.3:
Nekonecno ,0 nie je prvkom R. Nie je to totiz Cislo, ale akysi ,prikaz” bez zastavenia zvySovat
hodnotu nejakej premenne;.

Preco nakoniec Achilles dobehne korytnacku? Odpoved je priamociara: Pretoze sa Achilles
pohybuje rychlejsie ako korytnacka, takze za rovnaky Casovy interval prejde vacsiu vzdialenost.
A aj ked' sme si vyznacili

Dalej si ukdzeme dolezitu vetu:

Veta 1.3.1:
Kazda postupnost {a,,} ma prave jednu limitu (ak existuje).

Dokaz:
Tuto skutocnost dokadzeme sporom: Predpokladajme, Ze existuju dve limity
lima,=a; a lima, =a, pricoma, # a, (1.3.1.1)
n—oo

n—-oo

Teda pre 'ubovolné v § > 0,3n, € N;V n > n, plati:



la, —a;| < 6 azaroven |a, —a,| <§
Z vlastnosti nerovnic s absoltiitnymi hodnotami vieme, Ze z (1.3.1.2) vyplyva
a,+6>a;
aa,+6>a,
A tiez
a,—06>a
aa,—06>a,

(1.3.1.2)

(1.3.1.3.a)
(1.3.1.3.D)

(1.3.1.4.q)
(1.3.1.4.b)

Ked' od seba jednoducho odé¢itame nerovnosti (1.3.1.3.a) a (1.3.1.3. b) dostavame

al - az > O
A od¢itanim (1.3.1.4.a) a (1.3.1.4.b) zas
a1 - az < 0

(1.3.1.5)

(1.3.1.6)

Nerovnosti (1.3.1.5) a (1.3.1.6) si protirecia (Ziadne realne ¢islo nemdze byt aj kladné aj zdporné), dostadvame

teda spor. Takze a; = a, . [ ]

Postupnost sa vSak nemusi ustalit na ziadnej hodnote. MoZe oscilovat akokol'vek. Vtedy

hovorime, Ze postupnost nemad limitu.

Priklad 1.3.2:
UvazZujme postupnost {21:—112} . Potom
—2)p=1
1 1 1
poddn o d4ngn o optl Qimatl o041 1
nowZn—2 now2n—21 moe, 2, 2 2-0 2
n n—-oo N

Viac o limitach postupnosti si povieme v kapitole o postupnostiach a radoch. Tento stru¢ny
ale formalny tvod do limit postupnosti sme potrebovali nato, aby sme mohli definovat’ limitu

funkcie:

Definicia 1.3.3:

Nech je f: X — Y realna funkcia, kde X ,Y € R. Nech je {x;,}5=1 postupnost redlnych ¢isel takych, ze
X, €EX,Vn€Na lim x,, = b,kde b € R, potom hovorime, Ze ma funkcia f v bode b

n—oo

nevlastnd limitu. Oznacujeme: lim f(x,) = lim f(x)
n-o x—-b*

nevlastnu limitu. Oznacujeme: lim f(x,) = lirlr)1_ f(x)
n—oo X—

sarovnaju, t,.: lirlr)l+ flx) = lirlr)1_ f(x)
X— X—

Limitu sprava, ak x,, > b,V n € N a postupnost funkénych hodnét f (x,) ma vlastnu alebo

Limitu zlava, ak x, < b,V n € N a postupnost funkénych hodnét f (x;,,) ma vlastnu alebo

Obojstranni limituv b € R, ak ma v tomto bode limitu sprava aj limitu zl'ava a tieto limity



1.4. Dalgie doleZité vlastnosti funkcii

Nech f:X - Y, kdeX,Y C R.

e Hovorime, Ze f je na X konsStantnd, ak pre kazdé x,,x, € X také, Ze x; # x, plati
f(x1) = f(x3) = ¢, kde ¢ € R je realna konstanta.

e Hovorime, Ze f je na X rastica, ak pre kazdé x;, x, € X také, ze x; < x, plati f(x;) < f(x3).
e fjenaX klesajiica, ak pre kazdé x;, x, € X také, Ze x; < x, plati f(x;) > f(xy).

e fjenaX neklesajiica, ak pre kazdé x;,x, € X také, Ze x; < x, plati f(x;) < f(xy).

e fjenaX nerastica, ak pre kazdé x,, x, € X také, Zze x; < x, plati f(x;) = f(x3).

o Hovorime, Ze je f je na X zhora ohranicend, ak pre kazdé x € X existuje také H € R, Ze
f(x) <H.

o Hovorime, Ze je f je na X zdola ohranicend, ak pre kazdé x € X existuje také L € R, Ze

f(x) = H.
e Akje f na X ohrani¢ena zhora aj zdola, potom skratene hovorime, Ze je na X ohranicena.

e Hovorime, Ze f je pdrna, ak pre kazdé x, —x € X plati: f(x) = f(—x).
To sa prejavuje tak, Ze je jej graf symetricky podl'a osiy.

e Hovorime, Ze f je nepdrna, ak pre kazdé x, —x € X plati: f(—x) = —f(x) .
To sa prejavuje tak, Ze je jej graf stredovo symetricky podl'a bodu pociatku (0,0).

o Hovorime, Ze f je periodickd (s periédou T), ak existuje také Cislo T € R, Ze plati
(1) Akx € X, potomajx + T € X.
(2) Prekazdé x € Xje f(x +T) = f(x).
Jej graf ma neustale opakujtci sa tsek o dizke T.



Priklad 1.4.1:



